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⑦ 補足 :ふつうの Riemann -Roch

^ Riemaun面 =複素元 多様体

i.
e

.Riemcenn面ん
姐

eg. 4p
'

: Riemon~球面⑥% とか② …⑤ こういうの

興末があること :
ー
多頃式/多項式

①1位の柱① X 上 に 有理 関数～
～

～ はどのくらいあるか ?
X

⑦1 1 X
② × 上 に 極 を 許 す / 零 を 強制するとき 。

1位の根有理関数はどのくらい 増球減 するか ?

↳ 。 θ④(D )(x ) = {Dで 指定しただけ極 を 許す/ 零 を強制 するときの
し 因子 X 上 の 有理関数 }

。 (D)l = dime θ×(D)(x)

=

「
Dで指定 しただけ 極を 許 す/零を 強制 するときの

X 上 の 有 理 関数 の量
」

たとえばメ = CP
(

= リーマン球面

。 × 上 の 正則関数 は定数のみ . ( .Lioville) → θ× (o)(x) = ¢1 l (o) = 1

。 有理 関数 f について Ʃ (fの極の位数) = Ʃ(fの震 の位数 )

Thm .(Riemaun -Roch )RR 2
E Ricmaan面 で

RR.
1

x (O× (D)) 楽
' l

( D)- UCK - D ) = degD t 1 - g
m

wun 数Euler- porncare 準因子 許す極 。 強制する 零
(X に 対 し決まる 定数)標数 (微分形式に対応)

→ 極をひとつ許 すと 有理関数はだいたい 1 次 元 増 える。

数体においてこれの 類似が成立 する 、 ← なんですか、 それは 、



①観察 と 素点 への翻訳
対応

β : 実埋込 K O R → ゆ :実素点 : K は R

0, σ :虚理込 K~ 。 ¢ → ゆ:虚素点 σ : Kp → C

axx to ((ra)x)
τ

(2σ , Zよ )

< . >
, M , logKRSKR= π R × π [C × 4] +

prealembet σ
comp amled .(cong. を除C)

11 ↑ I,1 πs ( π(5, + r5 ) 翻訳 どうなる ?

KR→ Kp =品 kp × 節Ks
?

arx t →( (esa}x)ploy tp: kesks

() 上 の 行 の 文脈で 定義 されていた {xはにてたは
下 の 行 の 久脈 に 翻訳 すると xY

ε
π Kに 対 し

(x, は 》= 磁なを「 節(☆ txrys )
、

(2) 上 の 行 の 文脈で 定義 されていた µ : Haar 測度 on KR は

下 の 行 の 文脈 に 翻訳 すると 、積測度µ=µ p
if p : realKP = R 上 の Lebesgue 没り 度

Mp = { kp = 4 上 の Le besgue 収 1 度 の2 倍if R :comle

(3) 上 の 行 の 文脈で 定義 されていた

d : 「芝 ¢灯+→ []+
;

x → ( loglx1) e は

下 の 行 の 文脈 に 翻訳すると 、

l : 萌K → R ; x → ( loglx1 ) y



② Euler 標数 x の 対応物 をつくる
。

Def
.

3
.

1

c2 = 《f . Gx : K の 完全 イデアルに 対 し

1 x (2) : = -logvol( a ) をEuler -Minkowski標数 という
。

ここで vol (《 ) = Jr (2o ) voll
.

j : K → KR による f の 像 は

KR の 完全格子 なので 、 その基本領域のvoll

完全イデアル全体
ー

x : J(σ )雑穎 R
和
は 群準 同 型 ではない

↓ つこれが 生 える (次の Prop ) 、示 すこと : x(a《 ) = x@)
ie

、
単改完全 イデアに倍で(σ)Pic = 丁( )/σ P(o) 不変

\

単項完全イデアル全体

Ronk ,C 2 :2 f .Gx で2x = v” のとき

～

→ Kgi災品一X
K S KR = Kz 笆 K = KR

X

: (Bl ∞をわたる ) :
ー ー

u u い

af → 格子 I てf → 格子 」 (r
drol duol

vol (af) JE(ox) vol (af ) = : x(《)

¢



際路器単Con項単項應完全 イデの
“ 倍 で 詫

イデマル

変

→ [a] o = alf .ta].
～

(い (2)

( ) vollacif).

KR = Kgにおける 格子 として各成分が 1 aly 倍 されるので

体積 は ( aly = ) を([a] x)“ 倍される
。

→ vol (aef ) = 7 ℃([a]x
)

'vol(rf
)

ようけ 、けす

(2) ∂を ( [a]x (2x) = 7℃ ([a] o) Iτ (Gx)
Prop . 3.

2
.

しっ () ( 2)よりうちけしてx ([a]a )= x (ε). ロ

Prop . 3. 3 .vol(e )=NI 7 e( a).

prf .

さきの Pにより単項泉全イデアルをかけても vol は 変 わらないので、

of は 整イデァル( i .e 、 GfEOK)としてよい 、
が使 える1 すると 7f 部分 で

ロ
Prp . 3 . 3 .



θ 次数 deg の 対応物 をつくる 。

Def .

て : K の 完全 イデアルに 対 、

deg (G) : = - logoe(a ) =deg(div(a ) ) を次数 という
。

し
耳

.
§ 1 . Prop 1 . 13に

かいてある

J (σ)Div (o)
/PE) ↓ ↓ ア(o)/

Pic(o)→
diCH' (σ )

deg /de.
…

今定義した Rqo § 1 とか

② I ℃ remaunR - Rochみたいなやっ

Prop . 3 .
4

. x (a) = deg (a) t x(o )

pof . x (a ) = - 10gU( . 7τ (a) ) ∵Pp-.
3
.

3
.

deg a = - logτ(r) ; deg n def .

x(0 ) = -10 gγ : …Prop . 3 . 3 Prop . - 3 .
4

ロ



補足 : 次元UCD)について 、

。 O×(

Dだけ極長
HCD

)件す/とか 制す 品築飛氏
の0次導有理開数≠アニアの意 )

正確には D = 歳 PP CupE] なら

H
(

D)= { f: X 上の 有理関数( ～
～

ある離散 (集合を

型 EPEX
, ordp () 2 - np }
m

点 p での位数
除 けば有理関数 空 なら正

、
極 なら 負

何平釈 :。 Mp =
1 なら 、 Ordp(f)マー 」まで 、 つまり 1位 の 極まで 許される

。

の 仮想的 に 、 Pで春極をnp位で 持つ関数g を 用意すると、

H
( D)= { f:有理型1 fg は X全体で 定義 される }

o deg D = Ʃnp ε & が 大きければ、

より 多 くの 有理型関数が 許 されそう
、

。 φ (p) fdime H ()D : Dだけ柱を許す/客を強しするとまの
有理型関数 全体 の 次 元

RR2(は U(D) = deg (D) + (補正) を 主張 しているのだった )

補足: 一 般的に “ 次元”とは …?

次 元 s log国個数

∵ n次 a一 線形空間 ひについて# V= q " つまり

dimV
=q log#

~→個数 が 有限 なら 、 次元 に(定数 ) b0g個数 となるのが 自然



θ 次元社 の 対応物 をつくる

Def
.

して = 々: 完全イデアルに 対し、

H
(

℃): = { fEK* t印 , Op (f ) = U, }1
とおく

これは 有限 集合になるので、

l (a) : =log #
H

(u )

o ( (w )
とおく

。 (# H国= 0 なら l (@:=0 )

ここで ol ( ω)= で ( 2π)、
=
# 実埋込、2 s =#虚埋込 は 定数

必 H(2) が 有限 /集合 になること

tpt∞ Op(f ) ≥Upより
H(E) ≤ of よ . て jHla)≤ jof: discrefe

EKt
plo uy (f) 2 Ur より jH

(c)≤ { ( xs) lollxpls≤ e -vsfa} : Pounded.

¤ W は 誰 ? つ共後の 意

W = { (z=)< EKR = [苦 4 ]| ke ≤| とう集合
I
. (5 .3) の prf Ct≡ ( と 取る

:

より ol [ ω)= 25tsπ s.

Rm6 . て = 0 で 取 るとHO ) = µ(K) .

: fEHCO)節行 で 1H 19 =
1 リ

µ (K) ≤ H(O) は 明 らか
、
↑ より H1B ) は 有限群 なので H(o )≤µCk) .



①種数 g の 対 応物 をつくる

Def
.
3 , 5.

g = e(o) x (0) = log
#µ(k)Tkl

z( z π )
s を種数 とい

@ Riemann - RochI の 類似 を述 べる

Prop . 3. 6 .x(a ) =deg (a ) t llo) - g

cf . x (D) = dey (D) 1 - g (Riemann面 )



② Serre duality の 類似

θ (特殊指数 の 導入

QRR 2 の類似、

r = #実埋込 、 2 s = #虚埋込 、 n =[ K :Q

Thm .

3 .7 (S . LANG ) して : 完全イデアルに対 し

2
「 (2π )s

# H
(x- ) =

ldkI
)r (G) + ① (J2(α)- π ) (c(α) →∞)

証明はあとまわし
次元 の

話にするために 10gをとるとと
log
#H(で)=logR

(《 )- logt O ( 2 ℃(《)- i )
2
~ (2π)s

い い

で=O ( D)とすると - logROC )( D) x (o) e(D) - x(D)

い
Thm .

3
.9 .

い い

特殊指数
…

,
[ [D] = O(e

- n
'
degp )迎二+ el-g

依存しな

? (D

)gD→∞ i ( D)→ 0 .

cf .l(D ) =degp t 1 -gtelke ∞で消える )

( Ricnann面)

↑
式自体 は RRI からすぐ出 るが 、

O に 漸近する部分 を 分離 して LCD)を 表 したのが偉い式式

3
.7 のために 補題 を 用意 する 。



ー 有限 の方
、

Dic[o)ではない
Lemma . 3 . 8.

E , ". on : Pic (o) の 代表系 をなす 分数イデアル

1
ヨ c . 有限部分 は 《: と一致

]A : : = {π=| :+= R(P)'≤ cJE(《) fsnfor ylo としたとき

J (o) = ”A: P (o) 無限部分の 大きさはそこまでたきくない

単項完全イデアにを diで広 げて完全イデアル全体を 覆える、
prf .
Δ Bi : = { G ε J(σ ) 1 2 f = 2:} とおく …
～ → J(℃ ) =☆P 照(8 )

tok. (
" b ε J(o) を取り。 bf = 2:- (a) なら

baGi -
bro-

ε[a
]

oBi[a] ap(o)
n

iを一旦x して
AiPCo)

になるよう C を選び 、 にし… んでの max を 取ればよい

O*
I
. § 7 の 内容回 惑IR郎にR- vect

H = {(xp)1ol Ʃxp = 0 } : frace-zeo 超平面□鱷U 1 : ±
.
(7
.
3) より 完全格子
um

ア = λ(o*) : complete unit lattice

ここで λ : 0
* snorm -1曲面 ]trace-0 平面]

具体的 には ; u →[ fyOp(u)$ )∞ となっている 。
呂完全格子なので
mmmnn sup inf max ”=巡∞( #) 品本質EEH PER Yl∞

同 写像 φ : Bi→区を □ :㎥→( frus ) slxで 定 める。
く

CC = CQGGEB :なら.E : = GR@
)

π は φ (O ) ε H をみたす
( ∵ = BOE cお ccUp =Up -πƩ fquaよりtr=0 '

4 r∞

～ → ② よりあるUEO *があり tpl ∞ , ( φ(O) p - λ Lu)pI ≤ fpCo.
… (P)

い

fpUs pVsfus … (イ )

(ア)
'

ice , -Op(u } =UptπƩfgug -Os( u ) ?πlog(ox) tCo =π logr (@ tc ,

(Cii= Co - qlogƩ(c) )
b ㎡ で留= 御 とおくと 。有限部分は( ど) = (りより f= Q :のまま。 cir

Bi P(σ )
<無限部分 は

(P)MsP=e
)U-osCu )≤

eflogR(a]tfss≤e愛TE(
G
)



prf . (3 .7)

① オーダーは 1 足し 引きしても 変わらないので

H(で)= { fek *| os (f) = Us forp } OT軸 H軸

= [fEq' * / os( f )= Upforplo )
r- u.

ではなく い 反+{}

H ()
:

= { fGE |If1, ≤ Jr (P )Us forslx } =Hc) v {0} について
、

( #-)ーな( a) |≤cyrla)'-nforallRGJ(o)st. R(a] 2 '
なる 定数 c . l をみつけたい (最終目標)

国 #TOC ' ) は単項イデアル倍 で 不変 ( : 片 (' )→([a] E' ) は ij
= P(0)倍 x → asx

→ ± きの 補題 J(o ] = AiPLo)より、 各Aiの 元 について 示せればよい
思い℃
: = {A =( f =: JE(ア)'≤cJr (《)fs

^for p 1 o }

同て = G: 2xEτなら 、

細 GCa ) - (fani|If.aPi " orlo)”TH:= jGi ' つ Po R域
～

EKEの格子“ : Dァ
! ! w /D ァ ={xckp |pp ≤7を()s } 格子=症i
中とおい

→ 領域 PK へ 格子力 の 個数を 調べればよい
m

してによらない 。代表元Qッ …2 hを 定めた 時点で固定

アの 基本領域を F とおく、



用円 メ =ア)( Ft 6 )へ Po ≠① }{Y = IEP 1 Fto ≤ prl . ‰ -7nかfXY = { dGP 1ta ) つ ak ≠① } 。
④

⑦

→ 0 Y≤ p r Po = F(E ) ≤ X 品

0 脳 (Ftα ) ≤ PA ≤ 秘 (Fto )
㉙ ⑨

⑨

→ 。 # Y ≤ #I
(E) ≤ #X

。 # YwlF ≤ o ( (Pa) ≤ #XvolF

→ #*(r) - vol (Palol(F), ≤ # X - # Y = # (X \ Y )

⑤ 。
「
v0 l (Pa) = 2~ (2*)

“ 凸(2∞) 」( I .( 53 )pf参照 )

。
^
volCF ) =脈いを(な )」 ( P. 3.3 )

回 #片CCでリーい rTdal⑤十⑥

OKπJ「

PiC
)最終目った円が出

きた ?感首標
を書き直す

WTS :

acic ,

# (*\Y ) = # { dp /F0 ) の aPc ≠① } ≤ CJE()- i
or[o) : と

実 はと=
1 でよく。 C を 今 から 見つける

回 切 := )7(P)
s
,

I
: [ 0. 1

]とおくく

φ .I ^ =I × π (I × I ) → 燕 D× xDp = Po
pcomplex

(tp )y ,
( Ps , θy ) → (2x,(t- z)) 、 成P(oszπQ' sinzπθ) )

。 I 1 ⑧ 原
一叩



⑧ 謎パート : 1 | dφ0) ll を 上 から 抑 えて 平拍値の定理(的多変数) を使 う

txeT凸 ,

14 の 成 かの微(≤
2παァ 得濁が、 ?集”場場合 }
d

1

～ , I /d φcaill ≤2π nmaxys ≤ c
.
7e(G)

π ( C . = 2πUC )

α々 = 7R(P)"
EiAiよりCE(《)fr

/n

→ 平均値 の定理(多変数 ) によれば
Uosiry

,
ace (a, b)

,

?
(**) 11 φ() - φs' ll = I /k ×c' lllc-yll ≤ c. orla)を lle-yll

.

c 、In
- 1

が ㎡当
⑨ I

上☆ Pa

/
頃

」
ぎ“ふご㎡u u

ョ 品恐→ 26 ¢
I
”「 をコに 等分する、

各辺を m =G]]コに 分割し、 川川各小ェーの直径 は

間 より φ(小ざーりの直径 ≤ 無 C. JrCG]
で D

” modef 高々 G- び -
…

コ

≤ . c . (mei ) ≤ rat . C. 2 = : Ce

C3 :入噓形 deP | (F+ o) nx ≠ 4 ]
とおCE φ (小さ^-りは 高々 Cs コの (F+d ) と 交わる

φ(I“ ーり = U φ(小ざりより φ(I-) はC3 =G⑤τC] ^ EC 3)を(Q) ” コの (Fta) e
mhala mndet

忘れる 。

のPCは最大でにマの 軸 ごとに 2枚ずつさ”があるので

# {dP( ( Fto)n 2 Po≠①|≤Or(a)に-
だ Thm

.

3
.7

.

囹



補足 : 標準束 ( canonical bundle ) Ox
* 因Ʃ (* divisor ) Kx

X : Riemann面 に 対し

ωX : = T*X : 余接束 (一般 にい次元 なら ↑ "*メ
_

WXSご与対する因子を Kx : 標準因子という

Thon .
( Serre duality ) L ; X 上 のベクトル束

( H
(

×, L )≡ H ' ( X , ωx * z )
~

E dualizing ofject

RRの 見方 : とに 対応 する 因子 を D とする 。

x(OCB) )議 dimH(x,z )H線
" 入

RR2
"

degDt 1 - gdimH
(×z)- 響 H ( X.)i～,

= RR 1
い

l (D) - l ( K - D)
と 双対さに対応する因子は一D になるため

補足 : Riemanu -Hurwicz の 公式

f : Y→ X : Riemann 面 の n次 (分岐 )被覆 に 対 し

Thm (Riemann - Hurwiczのな式 )
3:「形 につめ込んだため特参兵になっているが
本来そうはなっていない

ー

29s - 2 = ～ (29× - 2) + 育 ( ep - リ

w/ ep : Pでの 食岐指数 y(
燃

有限点を除き ep = 1 酖
r =3次片は被覆1



② 標準束 ω の 対応 物 をつくる

Def. 3 . 10

ωK = EK10 ≈ Hom ( 0 , 4 ) を標準加 という

Pup . 3 .
l い ω . =

E

4kcok

Pup. 3 . 12 degok = - 2 x (o) = 2g - 2、 l( o

cf
.

degwx = 2g -2remau( (面 )

② Riemann - Hurwicz の公式 の 類似

Prop . 3
.13L / Kin 次(分岐してもよい拡大

gu- .lloc ) = n(ge - llox) ) tI deg Etk
特にし/ K : 不分岐 なら

x (od = n x (oK)

cf . f : Y → X : n 次(分岐してもよい]被覆射

gy - 1 = ～ ( g× 1 ) t 与吾 (ep - y
ー Pでの分岐指数

fが 不分岐 なら

λ ( Y) = n x (x ) ( Riemann面 )




